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Exercice 1 On note σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
4 6 9 7 2 5 8 1 3

)
. Déterminer sa décomposition canonique en

produit de cycles disjoints, son ordre, sa signature, une décomposition en produit de transpositions ainsi que σ100.

Exercice 2 Combien y a-t-il d’éléments d’ordre 14 dans S10 ?

Exercice 3 (Quelques ensembles générateurs)
Soit n ≥ 3. On rappelle que :
— Sn =< {(1i), i ∈ J2, nK} >
— Sn =< {(i, i+ 1), i ∈ J1, n− 1K} >
1. Soit γ = (j1j2 . . . jr) un r − cycle de Sn (avec r ≥ 3 et n ≥ 3). Montrer que pour toute permutation σ

de Sn, la permutation σγσ−1 est le r − cycle (σ(j1), σ(j2) . . . σ(jr)).
2. On note τ = (12) et ρ1 = (1, 2, 3, . . . , n) la permutation circulaire de Sn. Montrer que Sn =< τ, ρ1 >.

Indication : Utiliser la question précédente.
3. On note ρ2 = (2, 3, . . . , n). Montrer que Sn =< τ, ρ2 >.
4. Montrer que pour n ≥ 3, le groupe An est engendré par les 3− cycles.

Indication : On peut en fait montrer qu’il est engendré par les (1, i, j) avec 1, i et j distincts dans J1, nK.

Exercice 4 (Une application combinatoire) On souhaite asseoir n convives autour d’une table ronde (avec n ≥
3). On considère que deux manières d’asseoir les n personnes sont identiques si tous les convives ont les deux
mêmes voisins (sans tenir compte de voisin à gauche ou à droite). Combien y a-t-il de manières réellement diffé-
rentes d’asseoir les n convives ?

Exercice 5 Soit n ≥ 2. Montrer que Dn est isomorphe à un produit semi-direct de la forme Z/nZ oϕ Z/2Z où
ϕ : Z/2Z→ Aut(Z/nZ) est un morphisme que l’on précisera.

Exercice 6 Soit n ≥ 3. Montrer que Sn
∼= An o Z/2Z.

Exercice 7 Soit n ∈ N∗ et k un corps. Montrer que GLn(k) ∼= SLn(k) o k∗

Facultatif (et dur) : Quand est-ce que ce produit est direct ? Commencer par le cas k = R.

Exercice 8 (Les groupes d’ordre 8)
Dans GL2(C), on définit les trois matrices :

I =
(

i 0
0 -i

)
, J =

(
0 1
-1 0

)
, K =

(
0 i
i 0

)
— Rappelons que I2 = J2 = K2 = IJK = −1.
— Le groupe < {I, J,K} > est un groupe d’ordre 8 et est en fait l’ensemble {±Id,±I,±J,±K}. Ce

groupe est appelé groupe des quaternions et est (souvent) noté Q8 ou H8.
(Ces résultats faisaient l’objet d’un exercice de la feuille 5)

L’objectif est de montrer qu’il n’existe (à isomorphisme près) que cinq groupes d’ordre 8 : Z/8Z, (Z/2Z)3 et
Z/4Z× Z/2Z pour les abéliens et D4 et Q8 pour les non-abéliens.

1. Soit G un groupe d’ordre 8 non abélien quelconque. Montrer que G contient un élément i d’ordre 4 qui
engendre un sous-groupe distingué N / G.
On va maintenant distinguer deux cas :
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2. Si G \N contient au moins un élément d’ordre 2, montrer que G est isomorphe à D4.
Indication : Utiliser la proposition de l’exercice 5 de la feuille précédente.

3. Sinon, tous les éléments de G \ N sont d’ordre 4. On pose j un élément de G \ N , et on note k = ij et
−1 = i2. Vérifier que −1 commute avec tout le groupe, et retrouver la relation de la question 1)a). En
déduire qu’il n’y a qu’une seule table de multiplication possible.

4. Montrer qu’un groupe abélien d’ordre 8 est forcément isomorphe à un des trois mentionnés ci-dessus et
conclure sur la classification.

Exercice 9

1. Soit G un graphe connexe à n sommets. Montrer que G a au moins n− 1 arrêtes.

2. En déduire que le nombre minimal de transpositions nécessaires pour engendrer Sn est n− 1.
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