Théorie des groupes

Corrigé Feuille 3

Exercice 1 Notons K ce produit restreint

K est non-vide car (e;)icq, € K.

Soient g,h € K. On note I, la partie finie de I contenant les indices 7 tels que g; # e;. Alors, on pose
g = (g)1 avec pour tout i dans I,, g, = g; " et pour tout i dans I \ I,, g} = e;. ¢ est alors I'inverse de g et
I, =1y doncg™'eK.

gh = (gih;)r donc Iy, = I, U I et gh € K.

K est donc un sous-groupe du produit direct.

Exercice 2 Soit G un groupe.

Si G fini, alors I’ensemble de ses sous-groupes est inclus dans I’ensemble des parties de G, qui est un ensemble
fini. Donc G a un nombre fini de sous-groupes.

Si G a un nombre fini de sous-groupes: Alors pour tout z € G, < x > est fini. Sinon, < x >= 7Z et a une
infinité de sous-groupes, ce qui serait absurde. G = U e < x >, donc G est fini.

Exercice 3 1. Onnote ¢ : G(1£><y?2 : G(QyXI?I

 est bien un morphisme.

kero = {(z,y), (y,z) = (ecy,€q,)} = {(ea,,eq,)} et p est surjective, donc est un isomorphisme.

2. Soient (z1,22), (y1,y2) dans Hy x Ha. Alors (y; ", y5 ') € Hy x Hy estinverse de (y1,y2). 2197 " € Hy
et xgygl € Ho. Dot (21, 22).(y1,92) "L = (xlyl_l, x2y2_1) € Hi x Hs, qui est donc bien un sous-groupe

de Gl X GQ.
3. Non. Contre-exemple: {(0,0), (1,1)} est un sous-groupe de Z/2Z x Z/2Z.

Exercice 4 Supposons H; x Hj isomorphe a G3.

|H1||Hz| = |&3] = 6. Or les deux sous-groupes étant non-triviaux, il ne sont pas de cardinal 1. Donc I’un est
de cardinal 2 et I’autre 3. Ils sont donc tous les deux abéliens, et leur produit direct est alors abélien. Or G3 n’est
pas abélien (exemple: (12)(123) = (32) # (13) = (123)(12)).

Exercice 5 (Classification des groupes d’ordre 4)  Soit GG un groupe d’ordre 4.

Il ne contient pas d’élément d’ordre 3. Soit par théoréme de Lagrange, soit parce que si c’est le cas (pour un
certain g), G = {e, g,9°, h}. Et alors:

gh = e = h = g* Absurde.

gh = g = h = e Absurde.

gh = g> = h = g Absurde.

gh = h = g = e Absurde. Donc le produit gh ¢ G.Absurde.

Si G contient un élément d’ordre 4, alors il est cyclique engendré par cet élément et donc est isomorphe a
Z/A7.

Sinon, tous ses éléments non-triviaux sont d’ordre 2. Soient g et h d’ordre 2 et distincts.

ghgh=e donc gh = hg.

<g>N<h>={e}.

< g >< h >= G car gh ne peut pas étre égal a e, g ou h, donc gh est le dernier élément.

par théoréme de produit direct, G =< g > x < h >X Z/27 x 7./2Z.

Exercice 6 (Représentation linéaires de groupes)
Pour un groupe G, un entier n € N et un corps K, on appelle représentation de matricielle de G de degré n
sur K tout morphisme p € Hom(G, GL(n, K)). Si de plus p est injective, la représentation est dite fidele.



1. On note P, la matrice de permutation de dimension 3, 3 associée a une permutation o de Ss.

63 — GL3(Q) )
ag

Soit Pl N P

P, P, = P, donc p; est un morphisme.
ker(p1) = {0, P, = Id} = {Id}. Donc p; est fidele.

Soit T = 123 un triangle équilatéral centré en 0 dont les sommets sont notés 1, 2, 3. On note D3 ’ensemble
des isométries de R?préservant ce triangle. D3 est le 3¢me groupe diédral, qui est d’ordre 6, et constitué au
moins de: Id, 79 27 /3, 70,47 /35 S01, 802, S03. Si f est une isométrie de R? préservant un triangle équilatéral
centré en 0, on note oy la permutation des sommets induite par f. On a donc oy € &3. En effet, une
isométrie préservant les distances, un coté du triangle ne peut €tre envoyé que sur un coté, et donc un
sommet sur un sommet.

Soit alors v : D3 — 63 .
f = Oy

On peut facilement voir que v est un morphisme.

1 est inective car si () = Id, alors f(1) = let f(2) = (2), donc f est une application linéaire préservant
la base (01, 02) du plan, donc est I’identité.

1) est surjective car on peut remarquer que les 6 éléments donnés plus haut réalisent toutes les permutations
de &3. Donc 9 est un isomorphisme, et p» = 1)~ ! est une représentation fidele de degré 2 de /Syms sur

R.
0 -1 9
2. Onnote J = 1 0 .Onaque J° = —Id.
ct - GLs R
Soitps: iy aId+bJ:(Z _ab)

ps(a+ib)ps(c+id) = (ald+bJ)(cId+dJ) = acld+beJ +adJ —bdld = (ac—bd)I[d+ (be+ad)J =
p3((a+1ib)(c+1id)). Donc ps est un morphisme. p3 est évidement injectif, donc est bien une représentation
fidele de degré 2 de C* sur R.

3. Soit G fini de cardinal n. Par le théoréme de Cayley, il existe ¢ : G — &, injectif.

De la méme maniere qu’a la premiere question, on note P, la matrice de permutation de dimension n,n
GTL _> GLTL (Q)
g

associée a une permutation o de &,,. 0 :
> P,

est un morphisme injectif.

Donc ps = 0 o @ est un morphisme injectif de G dans GL,,(Q). C’est donc bien une représentation fidele
de degré n de G sur Q.

Exercice 7 Soit ¢/ : G; — G2 un isomorphisme.

Aut(Gy) — Aut(Go)
¢ = ooyt
f(@10¢2) = f(P1) o f(d2) donc f est un morphisme.
Aut(Gy) —  Aut(Gy)
¢ = YTlogoy

donc un isomorphisme.

1. Soit f:

Si on pose g : ,alors fog=Idetgo f = Id. Donc f est bijective et est

2. On note o4 la conjugaison par g dans G.
Alors f(0g) = oy(g) € Int(G2). Donc f’ = f restreinte a Int(G) définit bien un morphisme vers Int(G).
Int(Gg) — Int(Gl)

Oy = Oyi(g)
entre Int(G1) et Int(G2)

En notant A : ,ona f'oh = Idetho f' = Id, donc f’ est bien un isomorphisme



Exercice 8 (Homographies de la sphere de Riemann) 1. Sic =0, f |c est une application linéaire sur C
non constante en dimension 1, donc est une permutation de C. Comme f(c0) = oo, f est une permutation
de P.

Sic # 0,o0na, enposant g : z —
une permutation de P.

—dz+b

—~Z12, un calcul permet de vérifier que f o g = Idp et donc que f est
2. On vient de voir que H est stable par inverse. Reste a montrer qu’il est stable par composition.

(aa+bb") z+(ac’+bd’)
(ac’4+b'd)z+(cc’+dd’) *

a z+b’
c'z+d"’

Sif:izr Zfletg: 2z

i alors fog =2z

Donc H est un sous-groupe de Gp.

3. On note K cet ensemble f; o f; = Id pour tout i, donc K est stable par inversion. f; est I’identité, donc les
produits par f; sont stables.

faofs=fsofo=fs
Joofa=fiofa=[3
fao f3=fzo fy=fo

K est donc stable par produit donc est un sous-groupe de H. Il est d’ordre 4 mais ne contient pas d’élément
d’ordre 4, donc est isomorphe au groupe de Klein.

a b a v (aa+bb") z+(ac’+bd’) az+b a’z+b’ a b a v
4. ‘P(<C d) <C/ d’>) = 27 (a1 d)zt (e +dd) — 2 o TE = c d )e( dd )-

Donc ¢ est un morphisme. On a trivialement que I'm(p) = H.

B a b aztb . a b o B ”
T B S B
Donc ker ¢ = Z(GLy(C)).

Exercice 9 Notons H; et Hs les deux sous-groupes propres de G

1. Pour tout x dans G, ordre(x) est fini. Sinon, < x > serait isomorphe & Z et admettrait une infinité de
sous-groupes disjoints. Ce qui est absurde.

Onaque G = Ugeg < x >. Comme G a exactement 4 sous-groupes, il s’agit d’une union d’au plus 4
ensembles finis, donc G est fini.

2. On note r = min {z | I(z1, 22, ..., 25) € GG =< x1,29,...,7; >}. r est donc le cardinal minimal
d’une famille génératrice, et existe bien car G est fini.

Montrons que r» = 1.
On suppose que r > 2:

Soit X = {x1,x9,...,x,} un ensemble générateur minimal. Pour tout i, < x; > est propre. En effet, si
< z; >= G, alors r = 1, ce qui est absurde. Si < z; >= {e}, alors X \ {z;} est un ensemble générateur
de G, ce qui est absurde par minimalité de r.

e Sir > 3, tous les < x; > étant propres, ils sont soit H; soit Hs. Donc au moins 2 d’entre eux sont
les mémes. Donc au moins un des ; est une puissance d’un z; avec j # ¢. Donc X \ {z;} est un
ensemble générateur de GG, ce qui est absurde par minimalité de r.

e Doncr = 2. Onalors que < z1 >#< x5 >. Onpose y = x12z2. < y > est propre (sinon on contredit
la minimalité de r). Donc < y >=< 1 >ou< y >=< x5 >.
Si<y>=<ux; > onazxiry = x’f avec k # 0, et o = x’ffl €< x1 >, ce qui est absurde. De

méme, si < y >=< xy >,0nax; €< xo >, ce qui est absurde.
Notre hypothese est donc fausse, d’ou r = 1, ce qui signifie que g est monogene.

3. Soit g tel que G =< g >. On note n I’ordre de G. Soit n = [];_, p{"" une décomposition de n en facteurs
premiers. (avec les a; > 1)



e Sis > 3, alors les sous-groupes < g"/P* >, < g™/P2 >, < g"/P3 > sont trois sous-groupes propres
d’ordre distincts (respectivement d’ordres p1, ps et p3), donc sont distincts. Absurde. Donc s < 3.

e Sis = 2, alors n = p®¢*2. Supposons que a; > 2. Alors < gP >, < gp2 > et < g? > sont trois
sous-groupes propres d’ordre distincts (respectivement d’ordres pgq,q et p). Absurde. Donc o = 1.
Par symétrie, on a aussi g = 1, et donc n = pq.

(0%

e Sis=1,n=p*
On ne peut pas avoir « = 1, car Z/pZ n’a pas de sous-groupe propre.
Si o = 2, G ne contient qu’un sous-groupe propre, qui est < g” >. En effet, si H est un sous-groupe
propre, il ne peut contenir un élément g* avec k premier avec p? car ce sont des générateurs de G.
Donc H contient un élément ¢g*? avec k # 0, donc contient tout < gP >.
Sia > 3,alors < gP >, < gp2 >et < g”3 > sont trois sous-groupes propres distincts.
D’ou n = p3.
On a donc bien montré que les seules possibilités pour G sont d’étre cycliques d’ordre pg ou p? avec p et ¢
des nombres premiers distincts.



